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1. Introduction
Soit A une varie´te´ abe´lienne sur Q, le the´ore`me de Mordell-Weil dit que l’ensemble des points
rationnels de A est un groupe abe´lien de type fini. On note rangA(Q) le rang de la partie libre
de ce groupe, c’est le rang de A sur Q. Pour AQ ge´ne´rale, rangA(Q) est un entier difficile a`
appre´hender, meˆme dans le cas le plus simple des courbes elliptiques. Ainsi on ne sait pas trouver
de courbes elliptiques sur Q, de rangs arbitrairement grands. La difficulte´ a` re´soudre ce proble`me
vient peut-eˆtre du fait (calculs nume´riques a` l’appui) que, quand A varie en un sens convenable
rangA(Q) est borne´ en moyenne. Rendons cet e´nonce´ plus pre´cis : Fouvry [Fo] a pu montrer
inconditionnellement que le rang moyen de la famille de courbes elliptiques de´finies par l’e´quation
(1.1) E0,t : y2 = x3 + t,




rangE0,t = O(T ).
Citons e´galement le travail de Heath-Brown [H-B], concernant la famille de courbes d’e´quations




rangE−t2,0 = O(T ).
Il faut de`s a` pre´sent noter que les familles E0,t et E−t2,0 sont tre`s particulie`res : a` la diffe´rence
des exemples ci-apre`s, ces familles sont ge´ome´triquement triviales, c’est a` dire que, sur Q une
cloˆture alge´brique de Q, toutes les courbes E0,t (resp E−t2,0) sont isomorphes (leur invariant j est
constant). De ce fait, les preuves de [Fo] et [H-B] reposent sur de de´licats arguments de descente et
de the´orie alge´brique des nombres. Le prix a` payer pour traiter des familles non ge´ome´triquement
triviales est e´norme puisqu’il nous faut admettre une partie des Conjectures standard (rappele´e
ci-dessous) ; modulo ces dernie`res, Brumer [Br] a borne´ en moyenne le rang de toutes les courbes
elliptiques. Une version affaiblie de son re´sultat est la suivante :
The´ore`me 1.1. Soit Ea,b la courbe elliptique de´finie par l’e´quation
Ea,b : y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ Z;
On pose ∆(a, b) = −16(4a3 + 27b2) (6= 0) ; alors, si les trois hypothe`ses T-W, GRH, B-S (voir






rangEa,b(Q) 6 (2, 3 + o(1))4T 5/6.
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On dit alors que le rang moyen de la famille Ea,b est majore´ par 2,3. Plus re´cemment, Fouvry
et Pomykala [F-P] utilisant indirectement les travaux de Deligne sur la Conjecture de Weil, ont
prouve´ une ine´galite´ similaire pour des familles peu denses de courbes elliptiques. A leur suite,
l’auteur ([Mic]) put ge´ne´raliser et ame´liorer leur re´sultat :
The´ore`me 1.2. Soient a1(t), . . . , a4(t), a6(t) cinq polynoˆmes de Z[t] et Et la famille de courbes
elliptiques d’e´quation :
(1.3) Et : y2 + a1(t)xy + a3(t)y = x3 + a2(t)x2 + a4(t)x+ a6(t) t ∈ Z.
On note g2(t) et g3(t) les polynoˆmes que l’on obtient apre`s avoir mis l’e´quation pre´ce´dente sous
forme de Weierstrass :
y′2 = 4x′3 − g2(t)x′ − g3(t).
Supposons que toutes les courbes elliptiques de cette famille ve´rifient les hypothe`ses TW, B-SD et
GRH et que son invariant j(t) = 1728.g2(t)3/(g2(t)3 − 27g3(t)2), est une fraction non constante,





rangEt 6 (deg∆ + c∆ + c′∆ − 3/2)(1 + o(1))2T.
ou` ∆(t) = g2(t)3−27g3(t)2 est le discriminant de la famille, c∆ est le nombre de racines distinctes
de ∆ dans C et c′∆ = |{z ∈ C, g2(z) = g3(z) = 0}|.
Observons que ces majorations ne sont pas du tout triviales. En effet, la borne de Mestre [Me],
pour le rang d’une varie´te´ abe´lienne de´finie sur Q (et en utilisant les hypothe`ses T-W, B-SD, et
GRH) est
rangA(Q) 6 logNA/ log logNA.







La question de la ge´ne´ralisation de ces re´sultats a` des varie´te´s abe´liennes de plus grande di-
mension se pose donc naturellement.
Disons un mot des conjectures T-W, GRH et B-SD : elles entrent dans le cadre tre`s ge´ne´ral
des conjectures standard dont nous ne donnons ici qu’une forme restreinte (voir [Ser] et [Hu] p.59
pour une forme plus comple`te) :
Soit A une varie´te´ abe´lienne sur Q de dimension g ; pour tout nombre premier p, on sait associer
a` A un entier fp et un polynoˆme unitaire




de plus, pour tout i, λp,i est un entier alge´brique et on a les ine´galite´s suivantes
(1.5) fp > 0, Bp 6 2g, |λp,i| 6 p1/2;
ces ine´galite´s devenant des e´galite´s si A a bonne re´duction en p (c’est vrai pour presque tout
nombre premier p). On de´finit alors le conducteur de A, NA =
∏
p p
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Cette se´rie de Dirichlet converge absolument pour <es > 3/2 et on fait sur L(s,A) les deux
conjectures dites standard suivantes :
Conjecture 1.1. T-W. La fonction L(s,A) se prolonge en une fonction entie`re sur C et la
fonction ξ(s,A) de´finie par
ξ(s,A) = N s/2A ((2pi)−sΓ(s))gL(s,A),
satisfait l’e´quation fonctionnelle
ξ(s,A) = wξ(1− s,A),
pour un certain re´el w, avec w = ±1.
Conjecture 1.2. B-SD. On a l’e´galite´
rangA(Q) = ords=1L(s,A).
La dernie`re conjecture dont nous aurons besoin, n’est pas a` proprement parler une conjecture
standard, mais si on admet les deux conjectures pre´ce´dentes, la fonction ξ(s,A) appartient la
classe des fonctions de Selberg [Sel] , et il est alors naturel de supposer vraie l’hypothe`se de
Riemann ge´ne´ralise´e (GRH) :
Conjecture 1.3. GRH. Les ze´ros non triviaux de ξ sont situe´s sur la droite critique <es = 1.
Remarque 1.1. Dans le cas ou`A est une courbe elliptique, la Conjecture T-W, est une conse´quence
de la conjecture de Taniyama-Weil qui pre´dit que la fonction L(s,A) est la fonction L associe´e
a` une forme modulaire. La conjecture B-SD n’e´tant autre que la fameuse conjecture de Birch-
Swinnerton-Dyer. Meˆme dans ce cas le plus simple, ces deux conjectures ne sont pas de´montre´es,
malgre´ les nombreux progre`s de ces dernie`res anne´es, notamment la preuve par Wiles que toute
courbe elliptique semi-stable est modulaire. Ne parlons pas de la dernie`re, pour laquelle il y a
encore moins de progre`s.
Disons encore un mot sur la de´finition des nombres (λp,i) soit T`(A) le module de Tate de A
; c’est un Z`-module libre de rang 2g, muni de l’action de Gal(Q/Q). Les (λp,i) sont les valeurs
propres du frobenius arithme´tique en p agissant sur V`(A)Ip := T`(A)Ip ⊗ Q` ou` Ip de´signe le
groupe d’inertie en une place p de Q` au dessus de p. Si A a` bonne re´duction en p, Ip agit
trivialement ; alors, pour toute polarisation de A, T`(A) est muni d’une forme biline´aire alterne´e
non de´ge´ne´re´e (forme de Weil) relativement a` laquelle le frobenius (arithme´tique) agit comme une
similitude symplectique de rapport p et donc, par les the´ore`mes de diagonalisation des matrices
symplectiques, les (λp,i)
2g
i=1 sont de la forme
(1.6) (p1/2 eiθp,1 , p1/2 e−iθp,1 , . . . , p1/2 eiθp,g , p1/2 e−iθp,g)
avec θp,i ∈ [0, pi]. Il est naturel de se demander quand un re´sultat de type Sato-Tate est valable :
c’est a` dire l’e´quidistribution, quand p varie, de l’ensemble {θp,1, . . . , θp,g} dans l’espace des classes
de conjugaison d’un compact maximal de Sp2g(C) muni de sa mesure de Sato-Tate (cette mesure
est de´crite a` la section 5).
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2. Les re´sultats
Comme dans les articles pre´ce´demment cite´s (a` l’exception de [Fo] et [H-B]), nous utilisons les
formules explicites de Weil, ge´ne´ralise´es par Mestre. Ensuite, l’application explicite de la formule
de Lefschetz-Grothendieck (c’e´tait implicite dans [F-P] et explicite dans [Mic]), nous permet de
revenir a` une situation purement ge´ome´trique.
Partons d’une famille de varie´te´s abe´liennes de´finies sur Q, parame´tre´e par un ouvert affine,
non vide, note´ UQ, de la droite projective sur Q ,




ou` P (T) est un polynoˆme sans facteurs carre´s, a` coefficients entiers premiers entre eux. On a
donc un sche´ma abe´lien sur UQ de dimension g
A @ > f >> UQ.
L’extension des scalaires a` C de´finit une famille complexe de varie´te´s abe´liennes sur UC = P1(C)−({zj ;P (zj) = 0} ∪ {∞}). Sur UC, on dispose du faisceau F := R1f∗Q`, qui est lisse et de rang
2g. Si on fixe un point base z0 de UC, F e´quivaut a` une repre´sentation ( dite de monodromie) du
groupe fondamental (topologique) pi1(UC, z0) sur Fz0 = H1(Az0 ,Q`) ' Q2g` ; on notera ρz0 cette
repre´sentation. Au chapitre suivant, on montrera le The´ore`me ge´ne´ral suivant :
The´ore`me 2.1. On suppose T-W, GRH, B-SD vraies pour toutes les varie´te´s abe´liennes de la
famille A. Alors, si la repre´sentation ρz0 est irre´ductible, on a la majoration∑
|t|6T
P (t) 6=0
rangAt(Q) 6 L(T )log T (1 + o(1)) + (2g(d− 1)− κ+ o(1))2T.
ou` κ est un re´el tel que |κ| 6 g de´termine´ par l’image de pi1(UC, z0) par la repre´sentation ρz0,





logNAt 6 (2g(d− 1) + o(1))2T log T,
et d = degP (T) + 1 = |{z ∈ C; P (z) = 0} ∪ {∞}| = |SC|.
Remarque 2.1. Tre`s souvent, on s’attend a` ce que la famille A soit polarise´e et a` ce que l’image
Imρz0 soit surjective sur Sp(Fz0), κ vaut alors −1/2.
Reste a` avancer des familles de varie´te´s abe´liennes telles que la repre´sentation complexe associe´e
soit irre´ductible.
Tous nos exemples proviennent de familles de jacobiennes de courbes sur une surface. On part
de la situation ge´ne´rale suivante :
C @ > f >> UQ
f est un morphisme lisse propre et plat sur UQ dont les fibres sont des courbes lisses, connexes
de genre g > 1. En outre f est muni d’une section s (f ◦ s = IdUQ), qui de´finit une section unite´
des jacobiennes des courbes de cette famille. Dans certains cas, ou` l’on dispose des e´quations
explicites de C, Katz [Ka4] a donne´ des conditions suffisantes pour l’irre´ductibilite´ de ρz0 ; par
exemple le The´ore`me 12 de [Ka4] :
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The´ore`me 2.2. Soit F (X) ∈ Z[X] un polynoˆme de degre´ > 3, on suppose que le polynoˆme de
deux variables de´fini par
F (X,Z) =
F (X)− F (Z)
X − Z ,
est irre´ductible sur C. Soit alors la famille de courbes hyperelliptiques d’e´quation
y2 = F (x) + t
de´finie sur U := {t ∈ C;F (X) + t a d racines distinctes dans C}. Alors pour tout z0 ∈ U , la
repre´sentation de la monodromie ρz0 est irre´ductible.
Si on permet a` U d’eˆtre de dimension > 1, on trouve dans [Ka4] d’autres exemples de familles
de courbes a` monodromie irre´ductible (certaines e´tant e´galement e´voque´es dans [Br]). Ceci dit,
la me´thode de Katz est en quelque sorte inverse de la noˆtre, puisque la preuve de l’irre´ductibilite´
de´pend d’estimations e´le´mentaires de sommes d’exponentielles sur les corps finis ; pour le proble`me
qui nous occupe, il est souvent beaucoup plus rentable de proce´der directement a` partir des
e´quations de C, sans avoir a` prouver un re´sultat d’irre´ductibilite´ (voir [Br, F-P]). Nous donnons
maintenant un exemple assez ge´ne´ral ou` les e´quations de C n’interviennent pas.
On fixe ` un nombre premier. Soit X une surface projective, lisse, de´finie surQ, ge´ome´triquement
connexe, on pose, pour i = 0, 1, . . . , 4, bi(X , `) son i-e`me nombre de Betti :
bi(X , `) = dimQ` H iet(XQ,Q`) (= dimCH i(XC,C)),
(ces groupes de cohomologie sont ceux relatifs a` la topologie e´tale). Rappelons qu’alors
(2.1) bi(X , `) = b4−i(X , `) et b0(X , `) = b4(X , `) = 1.
Nous serons inte´resse´s par les surfaces X telles que b1(X , `) (= b3(X , `)) = 0 (ce n’est pas un cas
rare), par exemple quand XC est une intersection comple`te ou bien une surface torique. En fait
cette hypothse est cruciale : dans le cas contraire, et quand bien meˆme admettrait-on l’hypothe`se
de Riemann, les valeurs propres du frobe´nius agissant sur H3et(XQ,Q`) auraient une contribution
trop grande (cf. remarque 6.5).
The´ore`me 2.3. Soit X une surface projective, lisse, de´finie sur Q, ge´ome´triquement connexe,
telle que b1(XQ, l) = 0, et soit (Xt)t∈P1Q la famille de courbes issue d’un pinceau de Lefschetz de X
de´fini sur Q ; notons SQ le ferme´ re´duit de P1Q au dessus duquel les courbes Xt sont singulie`res, et
UQ l’ouvert comple´mentaire. Supposons que, g, le genre commun de toutes les courbes de (Xt)t∈P1Q
est > 1. Alors, la repre´sentation ρz0 est irre´ductible.
Si on suppose les conjectures T-W, GRH, et B-SD vraies pour toutes les jacobiennes des courbes
de la famille (Xt)t∈Z, on a, quand T → +∞, la majoration∑
|t|6T
t6∈SC
rang JacXt(Q) 6 (2d− 4g + δ′ − δ − d′2 − 1/2 + o(1))2T.
L’entier d = |SC| ne de´pend pas du pinceau, mais uniquement du plongement projectif de X choisi
; on note δ le cardinal de l’intersection, ( note´e ∆) de l’axe A du pinceau avec X (cf. 3). On
de´signe par δ′ (resp. d′2), le nombre d’orbites sous l’action de Gal(Q/Q) de ∆ (resp. de l’ensemble
des fibres singulie`res du pinceau ayant deux composantes irre´ductibles).
Cette majoration est a` rapprocher du The´ore`me 1.2 (avec c′∆ = 0) : le terme dominant, 2d,
correspondant a` deg∆(t)+ c∆. Il est possible de diminuer encore ce terme, soit, dans le cas parti-
culier ou` X est une surface de type Hilbert-Blumenthal sans faire d’hypothe`ses supple´mentaires,
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ou plus ge´ne´ralement en admettant d’autres conjectures standard relatives a` la surface X . Dans
la section suivante, on s’attachera a` de´finir pre´cise´ment ce qu’est un pinceau de Lefschetz de´fini
sur Q de X , la famille des jacobiennes attache´e a` ce pinceau, et en particulier l’ouvert UQ. Les
sections 4 et 5 sont essentiellement compose´s de rappels de faits ”bien connus” ; on y justifie
le passage de la situation sur un corps global a` sa re´duction sur les corps finis que l’on e´tudie
pre´cise´ment. La preuve du The´ore`me 2.3, est l’objet de la section 6, et on explique rapidement
dans la section 7, les modifications a` apporter pour prouver le The´ore`me 2.1. Enfin, dans les deux
dernie`res sections, on donnera une version inconditionnelle et ame´liore´e du the´ore`me pre´ce´dent
pour les pinceaux de Lefschetz sur le corps des fonctions rationnelles sur un corps fini Fq(X).
Je tiens a` remercier E. Fouvry, N.M Katz, G. Laumon, F. Leprevost, L. Moret-Bailly, M.
Raynaud ainsi que E. Ullmo de leurs explications qui m’ont fait progre´sser en meˆme temps que
ce travail et aussi le rapporteur qui m’a encourage´ a` pousser mes arguments au cas des corps de
fonctions.
3. Pinceaux de Lefschetz sur une surface
La re´fe´rence pour ce qui est rappele´ ici est [Mi1] V.3.
SoitK une cloˆture alge´brique d’un corpsK. Soit X une surface projective, lisse, connexe de´finie
sur K, plonge´e dans Pn
K
. On se donne maintenant A, un sous-espace line´aire de codimension 2 de
Pn
K
; l’ensemble des hyperplans de Pn
K
contenant A est parame´tre´ par une droite projective D de
la grassmannienne Pˇn
K
et de´finit un pinceau d’hyperplans d’axe A. On choisit une parame´trisation
de la droite D par P1
K
graˆce a` laquelle on identifiera D et P1 ; pour t ∈ P1
K
on note Ht l’hyperplan
du pinceau correspondant.
Soit X˜ ⊂ X ×D la varie´te´ d’incidence, c’est a` dire l’ensemble des couples (x, t) ∈ X ×D tels






et la fibre en t de f , f−1(t) est note´e Ht ∩ X := Xt.
De´finition 3.1. Le pinceau d’hyperplans (Ht)t∈D est dit de Lefschetz si les conditions suivantes
sont ve´rifie´es :
• L’axe A du pinceau coupe X transversalement, ( donc en un nombre fini, note´ δ , non nul
de points) ; ainsi X˜ se de´duit de X par e´clatement de ∆ = A ∩ X .
• Il existe un ouvert dense U de D tel que, pour tout t ∈ U , Ht coupe X transversalement.
• On note S = D − U l’ensemble exceptionnel, alors pour tout s ∈ S, Xs est une courbe
avec pour seule singularite´ un point double ordinaire note´ xs.
Si le pinceau d’axe A est de Lefschetz, le morphisme f est alors propre et plat, lisse hors des
xs, et les fibres Xt sont des courbes connexes , lisses si t 6∈ S, de meˆme genre note´ g. De plus,
a` tout point x de A ∩ X , on associe une section sx de f : pour tout t ∈ D, x ∈ Xt, sx est alors
de´finie par sx(t) = (x, t).
Remarque 3.1. On dit qu’un plongement projectif est de Lefschetz si les pinceaux de Lefschetz
forment un ouvert dense de la grassmannienne des droites ; en caracte´ristique nulle tout plonge-
ment est de Lefschetz et en caracte´ristique positive tout multiple non trivial d’un plongement
donne´ est de Lefschetz (cf. [Ka1] p.217) ; ainsi, la situation que nous e´tudions n’est pas ”rare”. Il
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faut e´galement noter que le cardinal d de l’ensemble exceptionnel ne de´pend que de X et de son
plongement dans Pn
K
mais pas du pinceau choisi ([Ka1] p. 250, [Ka2] p. 268). En effet, on a la
formule suivante
(3.2) d := |S| = χ(XK , `) + δ + 4(g − 1).
Par exemple, si X est une hypersurface de P3 de degre´ δ, on a
b2(XQ, l) = δ3 − 4δ2 + 6δ − 2, g =
δ(δ − 3)
2
+ 1, et |S| = b2(XK , l) + 2 + δ + 4(g − 1).
Supposons X de´finie sur K et plonge´e dans PnK ; on fait la de´finition suivante :
De´finition 3.2. Un pinceau de Lefschetz de X sera dit de´fini sur K, si son axe A l’est, et s’il
existe un point de A ∩ X rationnel sur K.
Si X est munie d’un pinceau de Lefschetz de´fini sur K, et si on choisit un point rationnel x de
A ∩ X , on peut choisir une parame´trisation de DK par P1K , telle que le point exceptionnel x soit
au dessus du point ∞ (f(x) =∞) .
De´finition 3.3. Dans le The´ore`me 2.3, on entend par pinceau de Lefschetz la donne´e d’un pinceau
de Lefschetz de X de´fini sur K, dont le genre associe´ g est > 1, muni d’une parame´trisation de
DK par P1K , d’un point exceptionnel rationnel x∞ et de la section qui l’accompagne.
Avec ces donne´es X˜ est de´finie sur K, ainsi que la section sx∞ de f ; l’ensemble exception-
nel S (on note d son cardinal) est e´tale sur K ([Ka1] Prop 6.3) il est donc forme´ des racines
d’un polynoˆme P (T), se´parable (c’est a` dire que ses racines sont toutes de multiplicite´ 1), a`
coefficients dans K et du point ∞. Autrement dit le diagramme (3.1) est de´fini sur K. Sur
UK := SpecK[T, 1/P (T)], on dispose d’une famille de courbes lisses connexes sur K, (Xt)t∈UK ,
munies d’un point rationnel sx∞(t), qu’on prend comme l’origine de la jacobienne.
4. Un e´paississement de la situation
Dore´navant K de´signera un corps global (ie. un corps de nombre ou le corps de fonction d’une
courbe projective, lisse, ge´ome´triquement connexe, de´finie sur le corps fini Fq). X est une surface
sur K, projective, lisse, ge´ome´triquement connexe, avec b1(XK , `) = 0 et munie d’un pinceau de
Lefschetz de´fini sur K, au sens de la De´finition 3.3. Il existe alors un ensemble fini S de places
de K tel qu’en chassant les de´nominateurs des coefficients des e´quations qui de´finissent X , A, X˜ ,
ces e´quations ainsi que P (T) peuvent eˆtre suppose´es a` coefficients dans l’anneau des S-entiers OS
et que le diagramme (3.1) (X , A, X˜ , f, s) admet alors un mode`le lisse sur Spec(OS) ([Ka1] section
6). Autrement dit, pour toute place v de K v 6∈ S, si on note Xv la (bonne) re´duction de X en v,
c’est une surface projective sur le corps re´siduel kv de v, lisse, ge´ome´triquement connexe, munie
d’un pinceau de Lefschetz d’axe Av, de´fini sur kv, dont le genre des courbes est g, dont l’ensemble
exceptionnel Sv est donne´ par les ze´ros (simples) dans kv du polynoˆme P (T) mod v et du point
∞. Pour t ∈ UK , et qu’on note t la classe de t ( mod v) alors : la re´duction en v de la courbe Xt
relativement au mode`le donne´ est la courbe sur kv
(4.1) Xt,v = Xv,t.
Si P (t) 6= 0 ( mod v), Xt a bonne re´duction en v, les ine´galite´s (1.5) sont des e´galite´s. On pose
At := JacXt et Av,t := JacXv,t ; le plongement de´fini par s de Xt dans At, fournit le diagramme
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H1(Xt ⊗K,Q`)∨ ∼−−−→ H1(Xv,t ⊗ kv,Q`)∨.
Les fle`ches verticales sont de´crites par le lemme ci-dessous ([Mi3] Cor 9.6) :
Lemme 4.1. Soit C une courbe projective, lisse, connexe, de´finie sur k, plonge´e dans sa jacobi-
enne, ` 6= cark, alors on a un isomorphisme canonique de Q`[Gal(ksep/k)]-modules
H1(C ⊗ k,Q`)∨ ' V`(JacC).
La fle`che horizontale est la fle`che de spe´cialisation de la cohomologie ; en outre, l’action de
Gal(Ksep/K) sur H1(Xt ⊗ K,Q`) est non ramifie´e en v, et les valeurs propres de la classe de
conjugaison du frobenius ge´ome´trique (Frobv) ⊂ Gal(Ksep/K) et de Frobkv ∈ Gal(kv/kv) agissant
sur leur espace respectif sont les meˆmes ([Ser] 2.3.3). Pour re´sumer, on a le re´sultat suivant
Lemme 4.2. Si P (t) 6= 0(mod v), l’ensemble des valeurs propres de la classe de conjugaison
(Frobv) agissant sur H1(Xt ⊗ Ksep,Q`) (ou sur V`(At)∨) coincide avec celui de Frobv agissant
sur H1(Xv,t ⊗ kv,Q`) (ou V`(Av,t)∨).
Remarque 4.1. Nous n’avons pas dit que pour ce mode`le, la re´duction en v de At e´tait e´gale a`
Av,t, or c’est vrai car Xt est semi-stable, mais nous n’utiliserons pas ce re´sultat difficile avant la
section 6.4.
5. Monodromie des pinceaux de Lefschetz
On se fixe ` un nombre premier. Soit k = Fq, un corps fini de caracte´ristique p 6= `, et on se
donne une surface X projective, lisse, ge´ome´triquement connexe munie d’un pinceau de Lefschetz
tous deux e´tant de´finis sur k.
Avec les notations de la section pre´ce´dente, pour tout t ∈ Fq tel que P (t) 6= 0, les valeurs
propres du frobenius ge´ome´trique agissant sur V`(At)∨ sont de la forme (1.6), c’est a` dire
q1/2 eiθt,1 , q1/2 e−iθt,1 , . . . , q1/2 eiθt,g , q1/2 e−iθt,g ,
et sa trace s’e´crit




Le but de cette section est de prouver la proposition suivante :
Proposition 5.1. Supposons que H1(X ⊗ Fq,Q`) = 0, on a pour tout polynoˆme syme´trique, a`
coefficients rationnels, en g variables V (X1, . . . ,Xg) et pour tout caracte`re additif ψ de Fq, les








V (cos θt,1, . . . , cos θt,g)ψ(t) = δψκV q +O(q1/2),(5.3)
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ou` δψ vaut 1 ou 0 suivant que ψ est trivial ou non, et l’expression de κV est donne´e en (5.7). En
outre, la constante apparaissant dans le symbole de Landau ne de´pend que de V , g et |S|.





il est libre de rang 2g, et si on fixe un point base z ∈ U ⊗ Fq, il correspond a` une repre´sentation
continue ρq du groupe fondamental arithme´tique piarith1 = pi1(Ukv , z) dans le Q`-espace vectoriel
de dimension 2g, Fq,z ; la repre´sentation ge´ome´trique associe´e sera note´e ρgeomq .
Ce faisceau est relie´ comme suit a` la Proposition 5.1 : par le the´ore`me de changement de base
propre, on a un isomorphisme
Fz ' H1((X ⊗ Fq)z,Q`);
d’autre part, pour tout point ferme´ t de UFq de corps re´siduel Fq′ , par le lemme 4.1 et par
changement de point base, on a des isomorphismes de Q`[Gal(Fq/Fq′)]-modules,
H1((X ⊗ Fq)z,Q`) ' H1((X ⊗ Fq)t,Q`) ' V`(JacXt)∨
et en particulier
(5.4) tr(Frobt,Fq) = tr(Frobq′ ,H1((X ⊗ Fq)t,Q`)) = tr(Frobq′ ,V`(JacXp,t)∨).
On rappelle e´galement que Fq,z = H1((X ⊗ Fq)z,Q`) est muni d’une forme biline´aire alterne´e
non de´ge´ne´re´e a` valeur dans Q`(−1) (la forme d’intersection) qu’ on notera ( . ). L’action de piarith1
est compatible avec cette forme, de sorte qu’en choisissant deux isomorphismes Q` ' Q`(−1) et
Q2g` ' Fz on a l’inclusion
ρgeomq (pi
geom
1 ) ⊂ Sp2g(Q`),
et que pour tout point ferme´ t ∈ UFq de corps re´siduel Fqn , Frobt agit par une similitude sym-
plectique de rapport qn. On notera Ggeom(Fq) le groupe de monodromie ge´ome´trique du faisceau
Fq (ie. l’adhe´rence de Zariski de ρgeomq (pigeom1 ) dans Sp2g(Q`)).
5.1. Calcul de Ggeom(Fq). Les faits relatifs a` la monodromie des pinceaux de Lefschetz rappele´s
ci-dessous sont tire´s de [D1] 4.2, [Ka2]. On se place dans le cadre plus ge´ne´ral ou la surface X est
de´finie sur un corps alge´briquement clos k.
A tout e´le´ment de l’ensemble exceptionnel s ∈ S on peut associer (au signe pre`s) un cycle
e´vanescent ±δs ⊂ H1(Xz,Q`) qui agit sur H1(Xz,Q`). Alors le groupe d’inertie en s, Is, agit sur
H1(Xz,Q`) par :
i ∈ Is : x −→ x + (x.δs)t`(i)δs,
ou` on a note´ t` la surjection (Ps de´signe le groupe d’inertie sauvage)




En particulier, Fq est mode´rement ramifie´ aux points de SFq . Les cycles e´vanescents (±δs)s∈S
sont conjugue´s sous l’action de pigeom1 , de sorte que le sous-espace vectoriel qu’elles engendrent,
E, est stable. Par le The´ore`me de Lefschetz difficile (valable en toute caracte´ristique [D1, D2]),
on a alors une de´composition en somme directe orthogonale pour la forme biline´aire ( . ) :
H1(Xz,Q`) = E ⊕ E⊥ = E ⊕H1(Xz,Q`)pi
geom
1 .
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D’une part, l’action de pigeom1 sur l’espace des cycles e´vanescents E est connue graˆce a` un the´ore`me
de Kazdhan et Margulis ([D1] 5.10) :
Proposition 5.2. L’image de pigeom1 par ρ
geom est ouverte dans Sp(E).
D’autre part, on a les isomorphismes ([Ka2] p. 279 et 291)
(5.5) H1(Xz,Q`)pi
geom
1 ' H1(X˜ ,Q`) ' H1(X ,Q`).
On a donc le
Corollaire 5.3. Soit X , une surface projective, lisse, de´finie sur un corps alge´briquement clos
k, telle que b1(X , `) = 0. Alors, la repre´sentation de la monodromie attache´e a` un pinceau de
Lefschetz sur X est irre´ductible et son groupe de monodromie ge´ome´trique est
Ggeom(Fq) = Sp2g(Q`).
5.2. Fin de la preuve. La preuve est classique : appliquons la formule de Grothendieck-Lefschetz
au faisceau Fq ; par le corollaire 5.3 , la repre´sentation ρgeomq est irre´ductible, et comme Uq est
affine on a ∑
t∈Fq
P (t) 6=0
tr(Frobt,Fq) = − tr(Frobq,H1c (UFq ,Fq)).
Comme Fq est mode´re´ment ramifie´, la formule de Grothendieck-Ogg-Shafarevitch donne dimH1c (UFq ,Fq)) =
2g(|S|−2). Le The´ore`me fondamental de Deligne sur les poids ([D2]) ache`ve de prouver la premie`re
partie de 5.1 ( Fq est pur de poids 1 ) : on a
| tr(Frobq,H1c (UFp ,Fp))| 6 2g(|S| − 2)p.
Prouvons la seconde partie de 5.1, notre re´fe´rence ge´ne´rale sera [Ka5] Chap. 3 et 13 : soit K un
compact maximal de Sp2g(C), et K\ l’espace topologique quotient, des classes de conjugaisons de
K. K\ est isomorphe au quotient de [−pi, pi]g par le produit semi-direct ({±1}g) ./ Sg, ou` Sg est
le groupe syme´trique agissant par permutation des coordonne´es, et ou` un e´le´ment (1, . . . , g) ∈
{±1}g envoie (θ1, . . . , θg) sur (1θ1, . . . , gθg). La mesure de Sato-Tate sur K\ est alors l’image
















dθ1 . . . dθg.
Alors V (cos θ1, . . . , cos θg) ( V e´tant un polynoˆme syme´trique) peut eˆtre conside´re´ comme une







V (cos θ1, . . . , cos θg)µ(θ1, . . . θg).
Le polynoˆme trigonome´trique V peut s’e´crire sous la forme d’une somme finie
V (cos θ1, . . . , cos θg) = κV +
∑
ρ
βρ tr(ρ(〈θ1, . . . θg〉) ),
ou` ρ parcourt les repre´sentations irre´ductibles de Sp2g(C) et 〈θ1, . . . θg〉 est la matrice diagonale de
valeurs propres eiθ1 , e−iθ1 , . . . , eiθg , e−iθg . Soit E` une extension finie de Q` dans C, contenant
√
p,
RANG DE FAMILLES DE VARIE´TE´S ABE´LIENNES 11
pour chaque repre´sentation irre´ductible ρ, on forme par composition, le E`-faisceau ρ(Fq(1/2)),
lisse sur UFq , pur de poids 0, et pour tout t ∈ Fq, P (t) 6= 0, on a
tr(Frobt, ρ(Fq(1/2))) = tr(ρ(〈θt,1, . . . θt,g〉)).
D’une part, par construction, la repre´sentation ge´ome´trique associe´e a` ρ(Fq(1/2)) est irre´ductible
( Cor 5.3 ) et donc
H2c (UFq , ρ(Fq(1/2))) = 0.
D’autre part, a` un caracte`re additif non trivial ψ de Fq on associe le faisceau Lψ, qui est lisse sur
A1Fq , de rang 1, pur de poids 0 ([Ka5] Chap. 4), sauvagement ramifie´ en ∞ avec Swan∞ = 1 ;
alors, par la Proposition 7.1, le faisceau ρ(Fq(1/2)) est mode´re´ment ramifie´ et le Lemme clef 4.8.2
de [Ka3] nous permet de conclure que
H2c (UFq , ρ(Fq(1/2))⊗ Lψ) = 0.
Appliquant une fois encore la formule des traces, on obtient∑
t∈Fq
P (t) 6=0




βρ tr(Frobq,H1c (UFq , ρ(Fq(1/2))⊗ Lψ)).
On conclut la preuve de 5.1 (5.3) comme pre´ce´dement, la constante dans le O(q1/2) e´tant controle´e
par la formule de Grothendieck-Ogg-Shafarevitch.
2
5.3. Une ame´lioration de la Proposition 5.1 (13). La majoration (5.2) utilise uniquement
le fait que le faisceau Fq est ge´ome´triquement irre´ductible et mode´re´ment ramifie´. La situation
particulie`re d’un pinceau de Lefschetz permet de re´duire conside´rablement la constante 2g(|S|−2).
Nous en donnons une preuve comple`tement e´le´mentaire ; on n’oubliera cependant pas la suite
spectrale de Leray sous-jacente.














Posons d′q = |S(Fq)| = q+1− |U(Fq)| 6 d, et dq,1 (resp. dq,2), le nombre d’e´le´ments s ∈ S(Fq),
tels que Xs soit une courbe irre´ductible, (resp. tels que Xs ait deux composantes irre´ductibles) ;
on a donc d′q = dq,1 + dq,2. Conside´rant alors les courbes Xq,s(Fq), s ∈ S(Fq), on a l’e´galite´
Rq = (q + 1− d′q)(q + 1)− |X˜ (Fq)|+ (dq,1 + 2dq,2)q +O(gd′qq1/2)
= q2 − |X˜ (Fq)|+ (dq,2 + 2)q +O(gdq1/2).
Or X˜ est de´fini a` partir de X en e´clatant les points de A∩X ; notant δq le nombre de ceux qui
sont Fq-rationnels, on a donc
|X˜ (Fq)| = |X (Fq)|+ δqq.
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D’autre part, la formule des traces pour X donne
|X (Fq)| = q2 +
3∑
i=1
(−1)i tr(Frobq,H i(X ⊗ Fq,Q`)) + 1;
si bien que, compte tenu des hypothe`ses faites sur X , on a
(5.10) Rq = − tr(Frobq,H2(X ⊗ Fq,Q`)) + (dq,2 + 2− δq)q +O(gdq1/2).
Remarque 5.1. En vertu des conjectures de Weil ([D1] Thm. 1.6), on a la majoration
(5.11) | tr(Frobq,H2(X ⊗ Fq,Q`))| 6 b2(X , `)q.
6. Majoration du rang en caracte´ristique 0
Pour e´tudier le rang, nous employons les formules explicites de Weil-Mestre. Le lemme qui suit
est une version ge´ne´ralise´e du Lemme 2 de [F-P].
Soit λ > 1 un parame`tre (on choisira λ = log T (1− log−1/2 T )) et soit Fλ la fonction de´finie par
Fλ(x) = max(0, 1− |x/λ|).
Lemme 6.1. Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur Q de dimension g. On suppose qu’elle
ve´rifie les trois hypothe`ses, T-W, B-SD et GRH, alors on a la majoration



















On suit la me´thode de [F-P] : on applique le Lemme 6.1 a` chacune des varie´te´s abe´liennes






rangAt(Q) 6 LT − S1(T )− S2(T ) +O(gT ),
avec












λjp,t,i), j = 1, 2.
On applique alors a` chacune des sommes Sj le traitement suivant :
En vertu de (1.5), la contribution a` Sj(T ) des p|`N est un O(T ), on supposera donc que p 6 |`N .
Encore d’apre`s (1.5), la contribution pour chaque p des |t| 6 T tels que P (t) = 0 ( mod p) est un
O(deg(P )gTpj/2−1) ; d’autre part, pour les t tels que P (t) 6= 0 ( mod p), on applique le Lemme
4.2, ce qui donne finalement








P (t) 6=0 ( mod p)
tr(Frobjp,V`(Ap,t)∨) +O(T ).
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Pour chaque p, on de´coupe alors l’intervalle [−T, T ], en intervalles de longueur p avec e´ventuellement
un intervalle incomplet Ip de longueur 6 p− 1.



























6.1. Traitement des sommes incomple`tes. La somme incomple`te est majore´e par la me´thode
classique de Polya-Vinogradov : on a l’e´galite´
∑
t∈Ip
P (t) 6=0 ( mod p)



























) = O(dgp log p) (car κV = 0 dans ce cas),
et donc le deuxie`me terme de (6.2) est un O(λ eλ) si j = 1 et O(eλ/2) si j = 2.
Remarque 6.1. Avec (1.5), la somme incomple`te aurait pu eˆtre majore´e trivialement par 2gp3/2,
cela aurait pour effet de multiplier par 3/2 le rang moyen dans le The´ore`me 2 ; ainsi la technique
qui consiste a` comple´ter des sommes incomple`tes a` l’aide de caracte`res est performante (cette
remarque e´tait faite dans [F-P]).
Reste a` traiter le premier terme de (6.2) correspondant aux sommes comple`tes.











− tr(Frobp,H2(X ⊗ Fp,Q`)) + (dp,2 + 2)p− δpp+O(gdp1/2)
)
= T1 + T2 + T3 + T4
le terme T4 correspondant a` O(gdp1/2) est majore´ :
(6.4) |T4| = O(gdT );
On va maintenant traiter non trivialement le terme terme T3 correspondant a` −δpp.
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6.2.1. Contribution de T3. Rappelons que δp est le nombre de points Fp rationnels dans l’intersection
de Xp avec l’axe du faisceau Ap. Comme p ne divise pas N , on a δp 6 δ, ce qui donne la majoration
−T3 6 δλ(1 + o(1))2T +O(eλ).
On va ame´liorer sensiblement cette majoration. A chaque orbite ∆i, i = 1, . . . , δ′ de ∆ sous
l’action de Gal(Q/Q) on peut associer un polynoˆme Qi(T) irre´ductible, a` coefficients entiers, dont
les racines sont en bijection avec les points de ∆i ; de plus, pour p assez grand (ie. tel que l’action
de Gal(Q/Q) sur les ∆i soit non ramifie´e en p), le nombre δp est e´gal au nombre de racines dans
Fp du polynoˆme Q =
∏δ′
i=1Qi, note´ ρQ(p). On applique alors a` chacun des Qi le The´ore`me de
Nagell suivant ([Na]):
Proposition 6.2. Soit Q(X) ∈ Z[X] un polynoˆme irre´ductible sur Q, alors, pour x → +∞, on
a l’e´quivalence ∑
p6x
ρQ(p) log p ∼ x.
De cette proposition et du the´ore`me des nombres premiers, on de´duit l’ e´galite´
(6.5) T3 = −δ′λ(1 + o(1))2T +O(eλ).
Remarque 6.2. Observons que l’emploi de la fonction ”triangle” Fλ permet de gagner un facteur
2 dans cette e´valuation et celles qui suivent par rapport a` la majoration triviale Fλ 6 1.
6.2.2. Contribution de T2. Le terme T2 correspondant a` (dp,2 + 2)p est positif et minore´ :
(6.6) T2 > 2λ(1 + o(1))2T +O(eλ);
De manie`re analogue a` T3, si on note d′2 le nombre d’orbites sous l’action de Gal(Q/Q) de
l’ensemble des fibres singulie`res du pinceau ayant deux composantes irre´ductibles, on a l’e´galite´
(6.7) T2 > (2 + d′2)λ(1 + o(1))2T +O(eλ);
6.2.3. Contribution de T1. Par (5.11), le terme T1 correspondant a` − tr(Frobp,H2(X ⊗ Fp,Q`))
est majore´ en valeur absolue par
(6.8) |T1| 6 b2(XQ, `)λ(1 + o(1))2T,
Remarque 6.3. Pour tout p 6 |N , on a l’e´galite´
tr(Frobp,H2(X ⊗ Fp,Q`)) = tr(Frobp,H2(XQ,Q`)).
Si la surface X ve´rifie les conjectures de Tate [Ta], et que la fonction L, correspondant au deuxie`me
groupe de cohomologie de X , L(2)(X , s) ve´rifie des conjectures standard, on obtient l’e´quivalent
T1 = −dimQ` H2c (X ,Q`(1))Gal(Q/Q)λ(1 + o(1))2T.
Dans le cas des corps de fonctions, on montrera inconditionnellement en (9.6) une e´galite´ similaire.
Finalement avec (6.4), (6.5), (6.7), (6.8) on a l’ine´galite´
(6.9) −S1(T ) 6 λ(b2(XQ, `) + δ′ − (2 + d′2) + o(1))2T +O(T + λ eλ).
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On utilise alors la Proposition 5.1 (5.3) avec
V (cos θ1, . . . , cos θg) =
g∑
i=1
cos 2θi = 2
g∑
i=1
cos2 θi − g,
et ψp le caracte`re trivial. On obtient alors
(6.10) S2(T ) = 2κV
λ
2




V (cos θ1, . . . , cos θg)µ(θ1, . . . , θg)
ou` µ est la mesure donne´e en (5.6). Comme me l’a explique´ N. M. Katz, la constante κV se calcule
simplement graˆce a` la the´orie des repre´sentations de Sp2g, et vaut −1/2. En effet, partons de la
relation matricielle universelle,




Pour le groupe Sp2g(C), le carre´ syme´trique de la repre´sentation standard, Sym2(std2g), est
irre´ductible alors que son carre´ alterne´
∧
2(std2g) se de´compose en la somme de la repre´sentation











(k))µHaar = 0− 1.
Prenant λ = log T (1− 1
log1/2 T





rang JacXt(Q) 6 LTlog T (1 + o(1)) + (b2(X , `) + δ
′ − d′2 − 2 + 1/2 + o(1))2T.
Remarque 6.4. Si nous avions utilise´ la majoration triviale (1.5) pour majorer S2(T ), la constante
−κV = 1/2 aurait e´te´ remplace´e par g dans (6.11). Ainsi, la connaissance pre´cise du groupe de
monodromie ge´ome´trique du faisceau F permet une ame´lioration substantielle de la majoration
du rang.
Remarque 6.5. Il semble que par cette me´thode, l’hypothe`se b3(X , `) = 0 soit cruciale : en effet,












Or, meˆme si nous supposons que la fonction L(3)(X , s) attache´e au groupe de cohomologie H3(X⊗
Q,Q`)) est extreˆmement agre´able (c’est a` dire posse`de un prolongement analytique, une e´quation
fonctionnelle de la forme naturelle, avec pour centre de syme´trie s0 = 3/2 + 1/2 = 2, et qu’elle
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ve´rifie de plus l’hypothe`se de Riemann ge´ne´ralise´e : L(3)(X , s) n’a pas de ze´ros dans la bande




log p = O(x1/2 log2 x);
d’ou` l’on tire la majoration
T0 = O(Tλ2).
Celle-ci est tout a` fait insuffisante.
6.4. Majoration du conducteur. Soit A une varie´te´ abe´lienne de dimension g de´finie sur un
corps global K, nous voulons majorer l’exposant fv de son conducteur en une place v de mauvaise
re´duction. Rappelons que fv peut eˆtre de´fini, en termes de la repre´sentation (restreinte a` l’inertie




Cette de´finition permet de montrer le re´sultat ge´ne´ral suivant ([B-K] Theorem 6.2, [S-T]) :
Proposition 6.3. Si K = Q, v = p, on a la majoration
(6.12) fp = O(g log g);
Si carK > 2g + 1, Swanv(T`(A)⊗Q`) = 0 et on a
(6.13) fv 6 2g.
Soit t ∈ Z tel que P (t) 6= 0, pour tout p 6 |N , la re´duction en p de la courbe Xt est la courbe
Xp,t qui est semi-stable et d’apre`s [B-L-R] 9.7.2, la composante neutre de la re´duction en p du
mode`le de Ne´ron de JacXt est isomorphe a` la jacobienne de la courbe Xp,t. On majore alors fp
suivant les diffe´rents cas ci-dessous :
• Si p 6 |NP (t), la courbe Xt a bonne re´duction et itou pour sa jacobienne, donc fp(JacXt) =
0.
• Pour p divisant N , par (6.12) on a fp(JacXt) = O(g log g) .
• Pour p 6 |N , mais p|P (t), la re´duction de la courbe Xt en p est la courbe Xp,t qui n’a qu’un
seul point double ordinaire. Il s’ensuit alors par [B-L-R] 9.2.8, que la composante neutre
de la re´duction en p du mode`le de Ne´ron de JacXt est extension d’un varie´te´ abe´lienne
par un tore de rang 1 ; donc dans ce cas, la de´finition de l’exposant du conducteur ([Gr])
donne fp(JacXt) = 1.








g log g log p
6 logP (t) +O(g log g logN)









logNAt 6 degP.(1 + o(1))2T = (d− 1)(1 + o(1))2T.
Ceci combine´ avec (6.11) et l’e´galite´ (3.2) ache`ve de prouver le The´ore`me 2.3.
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7. Le The´ore`me 2.1
Indiquons les modifications principales : partant d’une famille de varie´te´s abe´liennes sur un
ouvert affine UQ de P1(Q), nous construisons un mode`le de cette famille sur 1NZ. On conside`re le
faisceau constructible sur P11
`N
Z , F := R1f∗Q` qui est en fait lisse sur U 1`N Z := Spec Z[t,
1
`NP (t) ],
ou` P (T ) est un polynoˆme sans facteurs carre´s, a` coefficients entiers premiers entre eux.
Pour toute place v de Spec 1`NZ de corps re´siduel kv (ie. kv = Fp si v = p 6 |`N , ou kv = Q si
v =∞ est la place ge´ne´rique), fixons un point base zv ∈ U ⊗ kv ; notons Fv la restriction de F a`
la fibre au-dessus de v. On dispose donc d’une repre´sentation continue ρv du groupe fondamental
arithme´tique piarith1 v = pi1(Ukv , zv) dans le Q`-espace vectoriel Fzv et on de´signera par Ggeom,v le
groupe de monodromie ge´ome´trique associe´. D’autre part, on a pour p 6 |N`, t ∈ Z, p 6 |P (t), la
relation
tr(Frobp,H1(Xt ⊗Q,Q`)) = tr(Frobt,Fp).
Les repre´sentations (ρv)v ne sont pas inde´pendantes : choisissons un plongement de Q` dans C,
et des isomorphismes de Fv,zv ' Q2g` → C2g, et notons encore Ggeom,v l’adhe´rence de Zariski des
Ggeom,v ainsi plonge´s dans GL2g(C), la proposition suivante est un cas particulier du the´ore`me
de spe´cialisation de la monodromie ([D2] 1.11, [Ka6] 8.18)
Proposition 7.1. Quitte a` agrandir N , pour tout p 6 |`N on a les proprie´te´s suivantes :
• le faisceau Fp est mode´re´ment ramifie´ aux points de Sp⊗Fp ; en particulier par la formule
de Grothendieck-Ogg-Shafarevitch, on a l’e´galite´ des caracte´ristiques d’Euler,
χc(Fp, Up ⊗ Fp) = χc(F∞, UC) = 2g(2− |SC|).
• Le groupe de monodromie ge´ome´trique Ggeom,p est conjugue´ dans GL2g(C) a` Ggeom,∞.
Par l’hypothe`se ρgeomz∞ , est irre´ductible par conse´quent pour tout p 6 |`N et pour la famille de




(1 + o(1))2T +O(λ eλ).
Comme on ne sait rien a priori sur le groupe de monodromie ge´ome´trique de ρz0 , tout ce que l’on
peut faire pour majorer S2(T ) c’est appliquer (1.5), ce qui donne
|S2(T )| 6 gλ2 (1 + o(1))2T +O(T ) +O(e
λ/2).
Comme on ne sait rien non plus sur le conducteur, (6.13) fournit la majoration
LT
log T
6 2g(d− 1)(1 + o(1))2T.
La re´union de ces trois majorations ache`ve de prouver le The´ore`me 2.1.
8. Varie´te´s abe´liennes sur les corps de fonctions
Soit K le corps de fonctions d’une courbe C projective, lisse, ge´ome´triquement connexe de´finie
sur Fq. Pour toute place v de K on note: kv son corps re´siduel, |v| = |kv| le cardinal de celui-ci,
dv ou deg v son degre´ (dv = log |v| = |kv|/ log q et χ = 2− 2gC la caracte´ristique d’Euler.
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conducteur, nA = degNA =
∑
v dvfv. Le module de Tate T`(A) de´finit un Z`-faisceau sur C, lisse




det(I − |v|−s Frobv,V`(A)∨Iv)−1
( aux places de bonne re´duction V`(A)∨Iv = V`(A)∨). On sait que cette fonction a les proprie´te´s
suivantes (cf. [Sch] p.496, p.507):
• la fonction L(A, s) est une fraction rationnelle en q−s, de degre´ na − 2gχ qui s’e´crit




et Pj(q−s) = det(I − q−s Frobq,Hj(C ⊗ Fq,V`(A)∨)) a tous ses ze´ros sur la droite <e s =
1/2 + j/2.
• L(A, s) ve´rifie l’equation fonctionnelle
L(A, 2− s) = ±q(1−s)(nA−2gχ)L(A, s).
• ords=1L(A, s) > rangA(K).
Remarque 8.1. Contrairement au cas des corps de nombres (si on admet T-W), il se peut que
L(A, s) ne soit pas holomorphe (l’exemple le plus simple est celui ou` A est l’extension des scalaires
a` K d’une varie´te´ abe´lienne sur Fq). En effet, on a les isomorphismes de Gal(Fq/Fq)-modules
suivants:
H0(C ⊗ Fq,V`(A)∨) ' V`(A)∨Gal(K
sep/Fq .K),
H2(C ⊗ Fq,V`(A)∨) ' V`(A)∨Gal(Ksep/Fq .K);
d’apre`s l’e´quation fonctionnelle, pour que L(A, s) soit une fonction holomorphe il faut et il suffit
que V`(A)∨Gal(K
sep/Fq .K) = 0, ce qui e´quivaut a`
V`(A)Gal(K
sep/Fq .K) = 0
puisque toute polarisation de A induit un isomorphisme V`(A)∨ ' V`(A). Comme me l’a explique´
L. Moret-Bailly, la nullite´ de V`(A)Gal(K
sep/Fq .K) s’interpre`te ge´ome´triquement et est e´quivalente
au fait que la Fq.K/Fq-trace de AFq .K est nulle ( en d’autres termes A×K Fq.K n’admet pas de
sous-varie´te´ abe´lienne constante a` isoge´nie pre`s). En effet, notons A0 la Fq.K/Fq-trace de AFq .K
et Anc le quotient AFq .K/A0, d’apre`s le the´ore`me de Ne´ron-Lang Anc(Fq.K)tors est fini et par
suite on a les e´galite´s
V`(Anc)Gal(Ksep/Fq .K) = 0 et V`(A)Gal(Ksep/Fq .K) = V`(A0).
Dans le cas particulier ou` A est une courbe elliptique, L(A, s) est holomorphe si et seulement si
son invariant j est non constant.
Les proprie´te´s de L(s,A) permettent d’obtenir la formule explicite suivante ([Br], Appendix):
Proposition 8.1. Soit f le polynoˆme trigonome´trique pair


















f(θ − i log q/2)−
(2)∑
θ




f(θ + i(j − 1) log q/2), (j = 0, 1, 2) portent sur ordonne´es des ze´ros s de Pj(q−s)
e´crits sous la forme s = 1/2 + j/2 + iθ/ log q, θ ∈ [−pi, pi[.
Soit Y un entier > 1, on choisit, comme dans [Br], cd = 1− d/Y , et on pose










Y z(1− z−1)2 −
1
1− z−1 si z 6= 1
1
2(Y − 1) si z = 1.
alors fY (θ) = 1 + gY (eiθ) + gY (e−iθ) =
sin2(Y θ/2)
Y sin2(θ/2)
est une fonction positive si θ est re´el. On
obtient donc pour cette fonction










ou` l’on a fait l’estimation triviale
(0)∑
θ
fY (θ − i log q/2) +
(2)∑
θ




Le The´ore`me des nombres premiers est remplace´ par le lemme suivant de [Br] prop 6.3.
Lemme 8.2. Soit piK(d) le nombre de places v de K de corps re´siduel kv ' Fqd, on a l’estimation∣∣∣∣piK(d)− qdd
∣∣∣∣ = O((|χ|+ 1)qd/2).
Ce dernier lemme et la majoration triviale
(8.3) | tr(Frobmv ,V`(A)∨,Iv)| 6 2g|v|m/2







v ,V`(A)∨,Iv) = O((|χ|+ 1)gq).
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9. Majoration du rang en moyenne sur les corps de fonctions
A partir de maintenant et pour simplifier les arguments C = P1Fq est la droite projective.
Soit g > 1 tel que Car Fq > 2g + 1. Soit une surface X sur K = Fq(X) projective, lisse,
ge´ome´triquement connexe telle que b1(XK , `) = 0 qui est munie d’un pinceau de Lefschetz de
courbes de genre g de´fini sur K parame´tre´ par P1K .
On dispose d’un ensemble fini S de places de K tel que la situation pre´ce´dente a ”bonne
re´duction” en toute place v 6∈ S. Pour t ∈ Fq[X] tel que P (t) 6= 0 on note At la jacobienne de
la courbe Xt correspondant au point de P1(K) de coordonne´es (t, 1); on notera h(t) := deg t (
h(t) = h((t, 1)) est la ”hauteur logarithmique” du point (t, 1) de P1K).
Enfin, on suppose que toutes les varie´te´s abe´liennes At, t ∈ P1K(K) sauf un nombre fini ont leur
Fq.K/Fq-trace nulle: en vertu de la remarque 8.1, leur fonction L(s,At) est alors holomorphe.






rangAt(K), ou` C(T ) =
∑
h(t)6T
1 = qT+1 (T entier).
Plus pre´cise´ment, la fin de cet article est consacre´e a` la preuve du:
The´ore`me 9.1. Soit le corps K := Fq(X), soit un entier g > 1 tel que Car Fq > 2g + 1; soit
X une surface projective lisse, ge´ome´triquement connexe, sur K telle que b1(XK , `) = 0. Soit
(At)t∈P1K une famille de varie´te´s abe´liennes issue d’un pinceau de Lefschetz de X de´fini sur K, de
dimension g. Supposons de plus que les points t ∈ Fq[X](⊂ P1(K)) tels que la Fq.K/Fq-trace de
At est non nulle soient de degre´ (ie. hauteur) borne´ (ces points sont donc en nombre fini). Alors
on a pour T entier, T →∞∑
t∈Fq [X] h(t)6T
P (t) 6=0
rangAt(K) 6 (b2(XK , `) + δ + 4g + b+ δ′ − d′2 − 9/2 + o(1))C(T ).
On de´signe par δ le cardinal de ∆ et par δ′ (resp. d′2), le nombre d’orbites sous l’action de
Gal(Ksep/Fq.K) de ∆ (resp. de l’ensemble des fibres singulie`res du pinceau ayant deux com-
posantes irre´ductibles). L’entier positif ou nul b est de´fini en (9.7) et ve´rifie b 6 b2(XK , `) (on
retrouve en particulier la majoration du The´ore`me 2.3).
Remarque 9.1. Nous ne sommes pas parvenus a` prouver dans le cas ge´ne´ral, l’hypothe`se selon
laquelle les points t ∈ P1(Fq.K) tels que la Fq.K/Fq-trace de At est non nulle sont de hauteur
borne´e ; ceci dit, dans notre situation, le groupe de monodromie ge´ome´trique est aussi ”gros” que
possible et cette hypothe`se parait tre`s vraisemblable ; nous espe´rons revenir prochainement sur
cette question. Notons cependant deux exemples ou` cette hypothe`se est toujours ve´rifie´e:
– Si g = 1, alors l’invariant de la famille j(T) ∈ K(T) n’est pas inde´pendant de T. Pour
toute fraction t(X) ∈ Fq(X) que l’on e´crit sous la forme t(X) = t1(X)/t2(X), t1, t2 ∈ Fq[X],
avec t1 et t2 premiers entre eux, l’invariant j(t) = j(X, t(X)) de At est non constant de`s que
h(t) = max{deg t1,deg t2} est assez grand.
Notre deuxie`me exemple est celui d’un pinceau de Lefschetz ”constant” en X:
Exemple. — . Supposons que la surface X du The´ore`me 9.1 et le pinceau de Lefschetz qui
l’accompagne soient tous deux de´finis sur le sous-corps Fq de K. La situation conside´re´e est
donc obtenue par extension des scalaires a` K d’un pinceau de Lefschetz de X sur Fq qu’on e´crit
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(Xx)x∈P1Fq . Pour t ∈ K la fibre en t, XK,t, du pinceau est la fibre ge´ne´rique de la famille de courbes
t∗(Xx)x∈P1Fq = (Xt(x))x∈P1Fq .
Ainsi, si t est non constant (t 6∈ P1(Fq)), la repre´sentation de monodromie attache´e a` la famille
(Xt(x))x∈P1Fq est ge´ome´triquement irre´ductible de groupe de monodromie ge´ome´trique Sp2g(Q`) :
en effet le fait que le morphisme t : P1Fq → P1Fq est dominant et la the´orie des pinceaux de Lefschetz
impliquent que ce groupe de monodromie ge´ome´trique est un sous-groupe ferme´ d’indice fini de
Sp2g(Q`). On conclut car Sp2g(Q`) est connexe... En particulier, pour tout t non constant la
fonction L(s,At) est holomorphe, ainsi les hypothe`ses du The´ore`me 9.1 sont ve´rifie´es.
D’autre part, tout morphisme non constant t ∈ P1(K) d’e´finit une extension alge´brique finie de
K de degre´ h(t), donne´e par l’e´quation t(U) = X que l’on note Kt. Alors At peut eˆtre conside´re´e
comme l’extension des scalaires a` Kt de la varie´te´ abe´lienne sur K, AX ; on a donc la minoration
rangAt(K) = rangAX(Kt) > rangAX(K),






rangAX(Kt) + o(1) 6 b2(XFq , `) + 4g + 2δ + b− d2 − 9/2.
Ici b est la multiplicite´ de la valeur propre q de Frobq agissant sur H2(XFq ,Q`) (conjecturalement
b est le rang du groupe de Ne´ron-Se´veri de XFq), δ est le cardinal de ∆Fq et d2 est le nombre des
fibres du pinceau (Xx)x∈P1Fq qui ont deux composantes irre´ductibles.
Cette majoration montre donc que le rang de AX(K ′) ne crot pas beaucoup quand K ′ parcourt
les extensions de K de la forme Kt.
Preuve. — (du The´ore`me 9.1). Appliquant la formule explicite (8.2) et (8.4) a` chacun des At,















ou` l’on a note´ comme pre´ce´demment








tr(Frobjv,V`(A)∨,Iv), j = 1, 2,
et ou` O(gq
Y
Y ) est la contribution des poˆles des fonctions L(s,At) qui ne sont pas holomorphes (par
hypothe`se, il n’y a qu’un nombre fini de tels t).







tr(Frobjv,V`(A)∨,Iv) = OS(2gC(T )).
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Choisissons Y 6 T + 1. Pour chaque place v 6∈ S, |v| 6 Y 6 T + 1 dans Sj(T ), la somme en t se






P (t) 6=0(mod v)









tr(Frobjkv ,V`(At)∨) +O(2g degK P |v|j/2)
)
Contrairement au cas K = Q, il n’y a pas de sommes incomple`tes: en effet, si dv 6 T +
1, l’ensemble des polynoˆmes t de degre´ 6 T se scinde en sous-ensembles de cardinal qT+1/qdv
correspondant aux qdv classes de congruences modulo v.
La somme S2(T ) est e´value´e avec (5.1), le Lemme 8.2 et l’ e´galite´ (8.1) qui permet de sauver
un facteur 2 par rapport a` la majoration cd 6 1, d 6 Y :
(9.2) S2(T ) = C(T )Y (−1/2 +O( 1
Y
)).
9.1. Contribution de S1(T ). Pour j = 1, compte-tenu de (5.10) et du fait que X a bonne
re´duction en toute place v 6∈ S, on a
tr(Frobkv ,H
2(Xkv ,Q`)) = tr(Frobv,H2(XK ,Q`)),
et on de´compose la somme S1(T ) a` la manie`re de 6.2:




|v|2 { − tr(Frobv,H
2(XK ,Q`)) + (dv,2 + 2)|v| − δv|v|
+O(2g degK P |v|1/2)}
= T1 + T2 + T3 + T4
L’e´valuation de S1(T ) est analogue a` celle de la section 6.2. Le Lemme 8.2 et l’e´galite´ (8.1)
seront employe´s implicitement.
Notons d’abord la majoration
(9.3) T4 = O(2g degK P.C(T ))
9.1.1. Contribution de T3. On peut de´finir ∆ par les racines d’un polynoˆme Q(T) a` coefficients
dans Fq[X] premiers entre eux et pour v 6∈ S, δv est le nombre de racines distinctes dans kv
de Q(T) (mod v). A la de´composition de ∆ = ∆1 ∩ · · · ∩ ∆δ′ suivant ses orbites sous l’action
de Gal(Ksep/Fq.K) correspond la factorisation de Q(T) =
∏δ′
i=1Qi(T) en produit de polynoˆmes
irre´ductibles distincts a` coefficients dans Fq.K. Pour e´valuer le terme T3, on applique a` Q la
proposition suivante qui est un analogue pour les corps de fonctions du the´ore`me de Nagell
(Proposition 6.2):
RANG DE FAMILLES DE VARIE´TE´S ABE´LIENNES 23
Proposition 9.2. Soit Q ∈ K[T] un polynoˆme a` coefficients dans Fq[X] premiers entre eux, qui
se de´compose dans Fq.K en un produit de δ′ polynoˆmes irre´ductibles distincts. Pour toute place







Preuve. — L’e´quation en X et T, Q(T) = 0 de´finit une courbe affine plane sur Fq qui a δ′
















D’autre part, pour d assez grand (tel que les composantes irre´ductibles de CQ soient de´finies sur
Fqd), le the´ore`me de Weil pour les courbes (e´ventuellement avec singularite´s) fournit l’ e´galite´
|CQ(Fqd)| = δ′qd +OQ(qd/2).
2
On obtient alors
(9.4) −T3 = C(T )Y (δ′ +O( 1
Y
)),
9.1.2. Contribution de T2. On a l’ine´galite´
−T2 6 C(T )Y (−2 +O( 1
Y
))
On peut calculer, comme T3 ci-dessus, un e´quivalent pour T2:




ou` d′2 de´signe le nombre d’orbites sous l’action de Gal(Ksep/Fq.K) de l’ensemble des fibres sin-
gulie`res du pinceau ayant deux composantes irre´ductibles.
9.1.3. Contribution de T1. A ce point, on obtiendrait la majoration analogue a` (6.9)
−S1(T ) 6 C(T )Y
(





Dans le cas des corps de fonctions, on peut faire mieux en donnant un e´quivalent de






En effet H2(XK ,Q`) = Fη est la fibre ge´ne´rique d’un faisceau F lisse et pur de poids 2 sur l’ouvert




det(I − |v|−s Frobv,H2(XK ,Q`))−1
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avec Pj(X) = det(I −X Frobq,Hjc (P1Fq ,F)).
• On a les isomorphismes de Gal(Fq/Fq)-modules:
H0c (P1Fq ,F) ' H
2(XK ,Q`)Gal(K
sep/Fq .K)
H2c (P1Fq ,F) ' H
2(XK ,Q`)Gal(Ksep/Fq .K)(−1).
ainsi, pour j = 0, 2 les ze´ros de Pj(q−s) sont de la forme sj = 1+j/2+iθ/ log q θ ∈ [−pi, pi[.
• Par le the´ore`me fondamental de Deligne [D2] 3.3.4, les zeros de P1(q−s) sont de la forme
s1 = 1 + i/2 + iθ/ log q avec i 6 1, θ ∈ [−pi, pi[.
L’e´criture de L(s,H2(XK ,Q`)) sous la forme P1(q−s)/P0(q−s)P2(q−s) implique pour tout n > 1





























2(XK ,Q`)) +O(b2(XK , `)).
ce qui donne, en sommant sur 1 6 n 6 Y∑
s2






d’apre`s (8.1), si θ 6= 0, gY (θ) = O(θ−1) et gY (0) = (Y − 1)/2. On a donc
(9.6) T1 = −C(T )Y b+OX (C(T ) log Y ).
L’entier b est la multiplicite´ de la racine q−2 du polynoˆme P2(X) ou, si on pre´fe`re, la multiplicite´
de la valeur propre q2 de Frobq agissant sur H2(XK ,Q`)Gal(Ksep/Fq .K)(−1) (en particulier b 6
b2(XK , `)):




(cette dernie`re ine´galite´ est une e´galite´ si, selon une conjecture bien connue, l’action de Frobq est
semi-simple).
Re´unissant (9.3), (9.4), (9.5), (9.6) on obtient l’e´galite´ (comparer avec (6.9)),
(9.8) −S1(T ) = C(T )Y
(
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9.2. Contribution des conducteurs. On applique les arguments de la section 6.4 pour majorer
nAt . Notons que d’apre`s l’hypothe`se Car Fq > 2g + 1, il n’y a pas de termes de ramification
sauvage. Ainsi l’exposant du conducteur de At vaut 1 en toute place v qui n’est pas dans S et










Re´unissant (9.1), (9.9), (9.8) et (9.2), et en prenant Y = T , on obtient le the´ore`me 9.1.
2
9.3. Quelques remarques. Pour t ∈ Fq[X] on note t\ son noyau (ie. le produit des facteurs v










c’est a` dire que les t ∈ Fq[X] qui ont de grands facteurs premiers non simples sont ”rares”). Plus
ge´ne´ralement, l’hypothe`se suivante ne semble pas de´raisonnable:
Hypothe`se 9.1. Soit P (T) un polynoˆme se´parable a` coefficients dans Fq[X], alors quand T →










h(P (t)) ' degK P.T.
Signalons que cette hypothe`se est vraie quand P (T) est scinde´ dans Fq(X) et que plus ge´ne´ralement,
comme l’a remarque´ E. Fouvry, des arguments de crible he´rite´s de la the´orie analytique des nom-






h(P (t)\)degK P (T) T.
Dans le cas qui nous occupe, compte-tenu de l’ e´galite´ nAt = h(P (t)\) + OS(2g), la validite´
l’Hypothe`se 9.1 pour P (T) implique que la majoration (9.9) est la meilleure possible et donc que
la partie droite de la formule explicite est extre`mement bien controle´e ”en moyenne”: sous les














= (b2(XK , `) + b+ δ′ + δ + 4g − d′2 − 9/2 + o(1))
ou` st = 1 + iθt/ log q parcourt l’ensemble des ze´ros de L(s,At), et ranganAt = ords=1L(s,At)
de´signe le rang analytique de At. Ainsi la seule perte dans la majoration du rang analytique en
moyenne proviendrais de la contribution des ze´ros de L(s,At) qui sont ”proches” de 1.
Enfin, disons que le The´ore`me 2.1 doit sans doute s’e´tendre au cas des corps de fonctions au
moins pour des familles de varie´te´s abe´liennes dont la monodromie est suffisament ”irre´ductible”,
ceci pour assurer que pour tout t sauf un nombre fini L(s,At) est holomorphe. L’exemple le
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plus simple est celui d’une famille de courbes elliptiques dont l’invariant j vu comme e´le´ment de
Fq(X,T) n’est pas constant en T: le groupe de monodromie ge´ome´trique est alors SL2 (cf. [D2]
3.5.5). Ainsi, notre me´thode permet de retrouver inconditionnellement le The´ore`me 1.3 de [Mic]
dans le cadre des corps de fonctions:
The´ore`me 9.3. Soient a1(T), a2(T), a3(T), a4(T), a6(T) ∈ Fq[X,T] cinq polynoˆmes, et Et le
famille de courbes elliptiques sur Fq(X) d’e´quation
y3 + a1(t)xy + a3(t)y = x3 + a2(t)x2 + a4(t)x+ a6(t).
Si p = Car Fq > 3 et si l’invariant j(X,T) ∈ Fq(X,T) de cette famille n’est pas inde´pendant de






rang Et(K) 6 degK ∆+ c∆ + c′∆ − 3/2 + o(1),
ou` on a note´ ∆ ∈ K[T] le discriminant de la famille,
c∆ est le nombre de racines distinctes de ∆ dans K,
c′∆ est le nombre de racines t ∈ K de ∆ telle que la fibre Et est de´ge´ne´re´e de type additif.
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